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Chap. 5 : La fonction inverse

- Objectifs N

Courbe représentative ;

Etudier et représenter des fonctions obtenues par combinaisons linéaires de la fonction inverse
et de fonctions polynomiales simples

Dérivée et sens de variation.

Comportement de la fonction inverse aux bornes de son ensemble de définition

\ J

1/ Définition et courbe représentative de la fonction inverse

4*

3| La fonction inverse est la fonction f définie sur
9 | ] — 00; 0[U]0; +o00[ par
I 1
1 ——
f@) ==

Remarque : Pour que la fonction f soit définie, il faut que le déno-
minateur soit différent de 0. On dit que 0 est une valeur interdite.

Définition

La courbe représentative de la fonction inverse est appelée

1
Courbe de la fonction z — —
T

2/ Dérivée et sens de variation

Activité n° 1. : Soit f : z — — la fonction inverse. On cherche a déterminer sa fonction dérivée, pour cela,
Xz

on consideére a et h de nombres réels non nuls

fla+h)—fla) 1
1. Montrer 0 = _a(a s

2. Lorsque h tend vers 0, qu'obtient-on ? En déduire la valeur de f’(a)

3. Déterminer le tableau de signes de f’ et en déduire le tableau de variation de f.
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Propriétés

La fonction inverse est _______________ sur | — oo; 0[U]0; +o0] et pour tout réel z non nuls,

ona f'(z) = —% etdonc f'(z) <O0.

Ainsi, comme la dérivée de la fonction inverse est négative, on en déduit la propriété suivante

Propriétés

L 1 :
La fonction inverse f : x+— —est ______________________________ sur l'intervalle | — oo; 0[ et
x

sur I'intervalle ]0; +oo[. Autrement dit, on obtient le tableau de variations suivant

x —00 0 —+00

f'(x) - -
f B

Remarque : Attention ! Ne pas dire (ou écrire) que la fonction inverse est décroissante sur | — oo; 0[U]0; +00]
car ce dernier n’est pas un intervalle!

Exercice n° 1. Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :
9 1
1. fla) =2z + — 3. f(x) =3z° —bx+20+ —
X X

1 1
2. f(x) =3z -2+ — 4, f(z) =22 +42® + 1+ —
x x

Exercice n° 2. Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur | — oo; 0[U]0; +00] .

1. f(:c):3+% 2. f(z)=2— -

1
Exercice n° 3. Soit f la fonction définie sur | — oo; 0[U]0; +-o00| par f(x) = = + —
x

1. Calculer f'(z).
2. Montrer que pour tout x # 0

3. Réaliser le tableau de signes de f’(x).

4. En déduire le tableau de variation de f.
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Exercice n° 4. Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur | — oo; 0[U]0; 400] .

1. f(a:):a:+5+g 2. flz) = Ta — 2

T

36
Exercice n° 5. Soit f la fonction définie sur | — oo; 0[U]0; 00| par f(x) = 9z + 10 + —
x

1. Calculer f/(z).

2. Montrer que pour tout x # 0
9z —2)(z+2)
2

1 —
fa) = =5

3. Réaliser le tableau de signes de f/(z) sur | — oo; 0[U]0; 00| .

4. En déduire le tableau de variation de f sur | — oo; 0[U]0; +o00] .

3/ Comportement de la fonction = — % aux bornes de ’ensemble de définition

Activité n° 2. Soit f la fonction définie pour tout réel x non nul par f(z) = %
1. (@) Compléter le tableau suivant
x 1 5 10 100 1 000 1 000 000
f(x)

(b) Que remarquez-vous ?

2. (@) Compléter le tableau suivant
T —10 000 000 —10 000 —1000 | —100 | —10 -5
f(z)

(b) Que remarquez-vous?

3. Compléter le tableau suivant

T -0.5 -0,1 | —0,01 —0,001 0,001 | 0,0001 0, 00001
/() X

4. Que remarquez-vous ?

Propriétés:

— On dit alors que la limite de la fonction inverse quand x tend vers +oco est égale a 0 et on note

lim — =0
Tr—+oco

— On dit alors que la limite de la fonction inverse quand « tend vers 0 pour x > 0 est égale a +oc et

1
on note lim — = +oo

z—0 T
>0
A . . .1
— De méme, on a aussi lim —=0 et Ilim-—-—=-
T——00 I z—0 X
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4/

Définition

e On dit que la droite d’équation y = 0 (axe des abs-

cisses) est une

e De méme, on dit que la droite d’équation = = 0

(axe des ordonnées) est une _ _ __ ______________

1
Courbe de la fonction z — —
X

Cas général

Propriétés

Finalement, on a le tableau de variations suivant pour la fonc-
tion inverse

x —00 0 —+00
f(x) - -
f 0 — | T — 0

.

Définition: (Asymptotes dans le cas général)

e Plus généralement, lorsque 'on a 11111 f(x) = a pour une fonction f, on dit que la droite d’équa-
T—r+00

tion y = a est une asymptote horizontale de f

e De méme, lorsque I'on a lim f(z) = +oo pour une fonction f, on dit que la droite d’équation x = a
Tr—a

est une asymptote verticale de f

4

Activité n° 3. Soit f la fonction définie pour réels non nuls par f(z) =3 — —
T

1. (@) Compléter les tableaux suivants

T 10 50 100 1000 10 000 1 000 000
(=)

T 1 0,1 | 0,001 | 0,0001 0,00001 0, 000001
f(x)

(b) Quelles sont les asymptotes de la fonction f ?

2
Exercice n° 6. Soit la fonction f définie sur | — oo; 0[U]0; 400 par f(z) =1 — 2z — —

ak b =

Calculer f'(x) la fonction dérivée de f et montrer que f'(x) =

Réaliser le tableau de signes de f’ sur | — oo; 0[U]0; +o0] .

Dresser le tableau de variations de f sur | — oo; 0[U]0; +o00] .

Représenter la fonction f dans un repére orthonormé.

Quelles sont les asymptotes de la fonctions f?

X

2z — 1)(z + 1)

T2
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. . . (g 20
Exercice n° 7. Soit la fonction f définie sur | — co; 0[U]0; +o00] par f(z) =5z + — — 7
x

5(x —2)(z+2)
2

—_

. Caluler f’(x) et montrer que f/(z) =

€T
2. Réaliser le tableau de signes de f’ sur | — oo; 0[U]0; +o0] .
3. Dresser le tableau de variations de f sur | — oo; 0[U]0; +o0] .
4. Représenter la fonction f dans un repere orthonormé.
5

. Quelles sont les asymptotes de la fonctions f ?

Probléme. Un petit laboratoire pharmaceutique situé a Sinnamary a calculé que le cotit de production journa-
lier (en centimes d’euros) de x flacon de Virapic est donné par la fonction : f(x) = 22 + = + 900.

Il cherche a fabriquer un nombre maximal de flacon par jour avec un cofit unitaire moyen le plus faible possible.

1. (@) Calculer f(0) et en déduire les frais fixes journalier du laboratoire.
(b) Quel est le cofit de production de 20 flacons de Virapic ?

2. On admet que le cofit moyen unitaire (en centimes d’euros) pour x flacons de Virapic fabriqués peut

s’exprimer en fonction de x comme suit :

glx)=z+1+ 90
xr

(@) Calculer ¢'(x).

(x — 30)(x + 30)
22
(c) Réaliser le tableau de signes de ¢’(x) et en déduire le tableau de variations de g.
(d) Combien de flacons doit produire le laboratoire pharmaceutique pour que le cofit moyen unitaire soit
minimal ? Donner la valeur de ce cofit.

(b) Montrer que ¢'(z) =




